
RESUMEN

lización del Criterio de Hill a categorías Μ de mó

ser descompuesto como la suma directa de mó
dulos en Μ de rango menor o igual a un númeroΜ

. El resultado principal de esta 
M pertenece a la

categoría Μ si es la unión de una cadena ascenΜ
dente, bien ordenada y continua de longitud ,

Μ
M.
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INTRODUCCIÓN

El punto de partida de la presente nota es el Teo

tativo G es libre si es la unión de una sucesión as
cendente de subgrupos de G
de los subgrupos es libre y puro en G

puro si todo 

cientes en los enteros es soluble en el subgrupo
cuando sea soluble en el grupo. Históricamente,
el Criterio de Hill generaliza el Teorema de Pontrya

herramienta muy útil para determinar si un grupo 
abeliano posee la estructura simple de un grupo 
libre. Naturalmente, surge la pregunta de si dicho 
resultado puede ser extendido a la condición de
libertad de módulos sobre dominios.

avances en materia de Álgebra abstracta y Teo

generalizan la condición de libertad. Más preci
samente, la Teoría de Módulos sobre dominios
enteros ha sido el escenario principal en donde 
se han presentado las generalizaciones más re

resultado ha encontrado extensiones para mó
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En vista de la amplia gama de generalizacio
nes del Criterio de Hill a condiciones generaliza
das de libertad de módulos, una nueva pregunta 
surge respecto a la Teoría de Categorías: ¿es po
sible proporcionar una generalización ulterior del 

teoremas concernientes a las condiciones de li

y separabilidad de módulos? Más precisamente, 
¿es posible encontrar condiciones categóricas 
para subcategorías completas de la categoría 

tes de submódulos puros?

La respuesta a esta interrogante será propor

gunos conceptos y resultados preliminares sobre 
el tema central de nuestra discusión, es decir, las 

ceptos de pureza de módulos y de categorías 
proyectivas, y se enunciará el resultado principal. 

de suma utilidad en esta investigación, mien

algunas consecuencias relevantes para nuestros 
propósitos. Finalmente, se añade una sección de 
conclusiones y discusiones sobre el tema de in
vestigación.

Preliminares

R

conmutativo, con identidad para la multiplica

momento, el lector puede remitirse a Fuchs y Sal

gía estándar, así como los resultados elementales 

En este contexto, una -categoría es una ca
tegoría completa Μ de módulos sin torsión, la cual 

sado como la suma directa de módulos en Μ de 
rango menor o igual a 

proporciona una amplia gama de -categorías, 

Ejemplo 1. Todas las siguientes clases de R-módu-
los forman 0-categorías en virtud de la versión 
del Teorema de Kaplansky para el rango (ver 
Theorem 1 en Kaplansky, 1968): los módulos libres, 
los módulos proyectivos, los módulos completa-
mente factorizables, los módulos proyectivos ba-
lanceados y las sumas directas de ideales de R.

Sea N un submódulo del R M. Re
N es puro en M si cada sistema de 

ecuaciones en N R  tiene solu-
ción en N M. Esta 

del concepto de pureza de la Teoría de Grupos 
N de M es 

relativamente divisible en M, es decir, toda ecua
rx = a, con a perteneciente a N

y r en R, es soluble en N
M
to un submódulo puro como un submódulo rela
tivamente divisible. El lector podrá encontrar más 
propiedades sobre pureza y divisibilidad relativa 

El siguiente es el resultado más relevante de 
esta nota:

Teorema 1. Sea Μ una -categoría. Un módulo sin 
torsión M pertenece a Μ si existe una cadena as-
cendente, bien ordenada y continua.

0 = M0< M1< … < M < … ( < )
de submódulos de M, tales que:

a) cada M es puro en Mv+1,

b) cada M pertenece a Μ , y
c) M es la unión de los módulos de la
   cadena .

continua si M  es la unión de sus predeceso
res, para cada ordinal límite  < .



Como consecuencia, las -categorías son 

denas ascendentes, bien ordenadas y continuas 
de longitud menor o igual a 

tunamente, esta propiedad de las -categorías
es válida en las categorías denominadas ‘cate
gorías proyectivas’, las cuales se introducirán a 
continuación.

Si Μ es una categoría, su categoría proyec-
tiva asociada es la subcategoría completa Μp

de la categoría de R
todos los sumandos directos de módulos en Μ.
Evidentemente, la categoría proyectiva de una 

categoría Μ
mas directas, y es una supercategoría de Μ. Am
bos conceptos, el de categoría y el de catego

y comodidad.

Lemas

En esta breve sección se tomarán algunos resul

cuales serán útiles en la demostración del resulta
do principal. Los conceptos teóricos de la Teoría 

Lema 3. Un módulo M pertenece a la -categoría  
Μ si existe una cadena ascendente, bien ordena-
da y continua.

(2) 0 = N0< N1< … < N <  N +1<  … ( < )
de submódulos de M, tal que:

a) cada N  es un sumando directo de N +1,
b) cada módulo factor N +1/ N  pertenece

a Μ, y
c) M es la unión de los módulos de la
   cadena .

Demostración. El módulo M es la suma directa 
N +1/ N . En conse

cuencia, M Μ.

G familia de un módu
lo M B de submódulos de M con 
las siguientes propiedades:

M pertenecen a B,
B es cerrado con respecto a la unión de 
cadenas ascendentes, y

H de M de cardi
nalidad a lo más  y para cada miembro 
A  de B  existe un miembro A de B
tiene tanto a H como a A A/A
tiene rango menor o igual a .

Todo módulo M en una categoría M tiene 
una G

M, a saber, la colección de 
sumas directas parciales en una descomposición 

M
M de rango menor o igual a .

Los siguientes lemas son cruciales en este es

Lema 4. Sea M un R-módulo sin torsión, para el 
cual existe una cadena ascendente, bien orde-
nada y continua (1) de submódulos que satisfa-
cen las siguientes propiedades:

a) cada M  es puro en M +1,
b) cada M  posee una G( )*-familia B  que
  consiste de submódulos puros, y
c) M es la unión de los módulos de la
  cadena .

Entonces, existe una cadena ascendente, bien 
ordenada y continua

(3) 0  = A0< A1< … < A < … ( )
de submódulos de M

a) para cada < , A  es puro en A +1,
b) para cada <  y cada < , A M  perte-

nece a B ,
c) para cada < , el módulo factor A +1/A

tiene rango menor o igual a ,
d) para cada <  y cada < ,
  A M +1 + A +1 M  pertenece a B +1, y
e) M es la unión de los módulos de la
  cadena .

Siguiendo la notación de este lema, la colec

los A A +1 M  <  y   < , son los módulos 
N  en el siguiente resultado.

Lema 5. Sea M un R-módulo sin torsión, para el que 
existe una cadena ascendente, bien ordenada y 
continua (1) de submódulos, que satisfacen las 
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propiedades (a), (b) y (c) del Lema 4. Entonces, 
existe una cadena ascendente, bien ordenada y 
continua (2) de submódulos de M, tal que:

a) cada N  es puro en N +1,
b) cada módulo factor N +1/ N  tiene rango

menor o igual a ,
c) cada módulo factor N +1/ N  es isomorfo

a un módulo factor A/B, donde A y B
pertenecen a alguna familia B , y B es   
submódulo de A, y

d) M es la unión de los módulos en la
cadena .

Demostración y consecuencias

Por comodidad, se reproduce a continuación el 

Teorema. Sea M una -categoría. Un módulo sin 
torsión M pertenece a M si existe una cadena as-
cendente, bien ordenada y continua.

 = M < M1 < … < M < … <
de submódulos de M, tales que:

a)  cada M  es puro en M +1,
b)  cada M  pertenece a M , y
c)  M es la unión de los módulos de la
  cadena .

Demostración. Para cada < , sea B  la G( )*-

M  como una suma 
directa de módulos en M, de rango menor o igual 
a . Cada B
ros de M . Por los Lemas 4 y 5 existe una cadena 

submódulos de M
propiedades, para cada < y cada < :

1. A M pertenece a B ,
2. A M +1 + A +1 M pertenece a B +1, y
3. [A + A +1 M +1 A + A +1 M

A +1 M +1 A M +1 + A +1 M
4. Adicionalmente, M es la unión de los

módulos A , con < .

Como consecuencia, el módulo A + A +1 M +1

A + A +1 M A + A +1 M +1 A + A +1 M

los A + A +1 M

submódulos de M
Lema 3, de donde se sigue la conclusión del teo
rema.

Nuestro siguiente resultado es válido si 

completas de R

de R. Su demostración es una consecuencia in
mediata del teorema anterior.

Corolario 7. Un R-módulo P pertenece a  si exis-
te una sucesión ascendente

 = P < P1 < … < Pn < … n <
de submódulos de P, tal que

a) cada Pn es puro en Pn+1,
b) cada Pn pertenece a  , y
c) P es la unión de los módulos
  de la sucesión .

Nuestro último resultado es una generaliza

Corolario 8. La categoría proyectiva asociada a 
una -categoría es una -categoría.

DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

El Teorema 1 de esta nota generaliza las versio
nes conocidas hasta el momento del Teorema 
de Hill para condiciones de proyectividad gene
ralizada de módulos sobre dominios enteros. Evi
dentemente, la pregunta de si dicho resultado, 

ser generalizados para módulos sobre anillos no 
necesariamente conmutativos, es un tema de 

sin embargo, el reto es por demás interesante, 

emplear serían completamente distintas para el 
caso no conmutativo.

el resultado principal presentado en este traba

anteriores. Particularmente, es interesante men



genuina del resultado principal propuesto en Ma

nica similar para el estudio de la propiedad de 
proyectividad balanceada.
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